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Dynamical relaxation process of one-dimensional polaron system weakly coupled with a thermal
phonon field is theoretically investigated. In addition to the diffusion relaxation, we have found
that there appears a new macroscopic quantum sound mode which stabilizes the wave packet of
the quantum particle even under the random collision with the thermal phonon. The coherent
sound mode leads to a macroscopic linear wave equation for the probability distribution of the
polaron, in addition to the Schrödinger equation for the probability amplitude.

近年のナノテクノロジーの長足の進歩によっ
て、３次元系ばかりでなく低次元ナノ構造物質中
での特異な電子の振る舞いが明らかにされてき
ている [1]。ここでは、ポリジアセチレン、α-ヘ
リックス、ハロゲン架橋金属錯体、量子細線など
の１次元ナノ構造において、格子振動と結合しな
がら運動する電子の輸送緩和現象を考える [2]。
電子格子相互作用が弱い場合には、熱浴である格
子振動によるランダムな散乱を受けながら運動す
る量子ブラウン粒子と見ることができる。この系
の輸送散逸現象は、現象論的理論であるランジュ
バン方程式や Redfield方程式を用いて研究され
てきたが [3]、その微視的力学原理からの基礎づ
けはなされていない。最近、プリゴジンらにより
大きな自由度を有する系では熱力学極限におい
て現れるポアンカレ共鳴により、系が非可積分系
となりリウビル演算子の固有値が複素固有値を
持ち、時間対称性が破れることがあることが明ら
かにされている [4]。本研究においては、１次元
ポーラロン系の非平衡緩和過程を微視的な力学原
理から基礎づけるとともに、時間対称性の破れを
導くポアンカレ共鳴特異性が１次元量子系におい
て重要な役割を演じ、流体力学的状況のもとで巨
視的量子音波という新しい形の緩和モードが現れ
ることを見出したので報告する。
ここで考える１次元ポーラロン系のハミルト

ニアンは
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∑
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であり、ap、bqはそれぞれ電子、格子振動の消滅
演算子である。ここでは、エネルギー分散 εp =
p2/2mで与えられる自由電子が、h̄ωq = h̄c|q|の

分散を持つ単一の音響フォノンモード と結合し
ている状況を考える。Lは、１次元鎖の長さであ
り周期的境界条件を付せば、運動量 p、波数 qは
量子化される。熱力学極限 (L → ∞)において、
これらは連続変数となる。
全系の時間発展は量子リウビル方程式

i∂ρ(t)/∂t = Lρ(t) に従う。ここでリウビリアン
LはL· ≡ [H, ·]/h̄ . で定義される。全系の密度行
列 ρ(t)に対して、フォノンに関する熱平均をとっ
た電子の還元密度行列 f(t) ≡< ρ(t) >ph は、運
動量空間におけるウィグナー表示で次のように
表現する: fk(P, t) ≡ 〈P + h̄k/2|f(t)|P − h̄k/2〉
kについてのフーリエ変換であるウィグナー関数

fW (X,P, t) ≡ 1
2π

∫ ∞

−∞
fk(P, t)eikXdk (2)

は、密度行列に対する古典対応である。fk(P, t)
の k = 0成分は空間的に一様な運動量分布、k 6= 0
成分は空間的に非一様な分布の時間発展を表す。
弱結合の場合には、運動量分布関数 fk=0(P, t)

の時間発展は次のマルコフ型の運動論的方程式に
従う：

∂

∂t
f0(P, t) = −K̂(P,

∂

∂P
)f0(P, t) (3)

ここで、K̂は衝突演算子 とよばれ、非平衡統計
力学において中心的な役割を演じ, その一般形は
次で与えられる [5]：

K̂ = i Trph

[
P (0)LepQ

(0) 1
i0+ − L0

×Q(0)LepP
(0)ρeq

ph

]
(4)

ここで、ρeq
phはフォノンの熱平衡分布で、L0、Lep

はそれぞれ非摂動、相互作用リウビリアンである。



P (0) は k = 0の運動量空間への射影演算子で 、
Q(0) = 1−P (0) は P (0)の補空間への射影演算子
である。注意すべきは、(4)中のレゾルベントに
現れる L0が、熱力学極限 L → ∞において連続
スペクトルを持ち、ポアンカレ共鳴が生じる点で
ある。このために、衝突演算子は非エルミート演
算子となり時間対称性の破れが生じ、不可逆性の
出現理由となっている [4]。実際に１次元ポーラ
ロン系に対して (4)を適用すると、衝突演算子 K̂
は
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となる。第一項と第二項は、それぞれ分布f0(P, t)
に対する損失と利得を表す。ポアンカレ共鳴特異
性は K̂の中のエネルギーに関するデルタ関数とし
て現れ、この共鳴条件の下で散逸現象が生じる。
以下に示すようにこの共鳴効果が、１次元量子系
特有の輸送緩和モードを引き起こすが、Redfield
方程式などの現象論的な取り扱いでは、この共鳴
効果が近似的にしか取り扱われていない [3, 6]。
(5)式で 古典極限 h̄ → 0 をとると、K̂ = 0とな
る：このことは、１次元ポーラロン系での散逸現
象が、純粋な量子効果であることを示している。
共鳴条件 εP±h̄q − εP = ±h̄ωq を満たす状態

は、Fig.1(a)に示すように電子とフォノンのエネ
ルギー分散曲線の交点として与えられる。以下の
ように |P0| ≤ mcとして

P0;n ≡ (−1)n(P0 − 2nmc) (n = 0,±1,±2, · · ·)
(6)

を定義すると、共鳴条件は連続する３つの運動
量状態 |P0;n−1〉, |P0;n〉 |P0;n+1〉 間での１フォ
ノン吸収、放出過程として表される。これから、
Fig.1(a)に示されているように、−mcからmcの
間の連続値 P0 で指定され、フォノンの吸収・放
出の連鎖によってつながる互いに独立な一つなが
りの運動量空間が得られる。
運動量分布 (k = 0の分布）に対する衝突演算

子 K̂についての固有値問題

K̂(P,
∂

∂P
)φ(0)
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Figure 1: (a)共鳴条件を満たす状態。(b) P0 に
対する衝突不変量の運動量空間での分布

が解ければ、運動量分布関数 f0(P, t) の時間発
展は固有関数による展開によって f0(P, t) =∑

j exp[−λ
(0)
j t]φ(0)

j (P )c(0)
j と求められる。c

(0)
j

は、初期分布 f0(P, 0) によって決められる展開
係数である。

(7)において φ
(0)
j (P )との内積をとると、
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が示せる。これは、運動量分布が一方向的に定常
熱平衡状態（衝突不変量と呼ぶ）へ近づくことを
表すH 定理が成立することを示している。衝突
不変量以外の λ

(0)
j 6=0 = 0を持つ全ての固有状態は

指数的に崩壊する。
音響型フォノンとの相互作用として 変形相互

作用ポテンシャル: gq = α|q|/√ωq を考え、いく
つかの温度に対して衝突演算子に対する固有値を
数値的に求めた結果を Fig.2に示す。スペクトル
は離散的であり、固有値 λ

(0)
0 = 0を持つ定常平衡

状態と第１励起状態の間には有限のギャップ λ
(0)
1

があることに注意されたい。このギャップ λ
(0)
1 で
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Figure 2: 温度 kBT/mc2 = 1, 10, 100に対する
衝突演算子 K̂の固有スペクトル。

定義される逆数の時間（緩和時間） tr ≡ 1/λ
(0)
1

のうちに運動量分布は熱平衡状態に緩和する。一
方、空間的分布には変化は無い。すなわち、運動
量分布と空間的分布の緩和時間には明確な時間ス
ケールの違いが現れ、運動量分布が緩和時間内で
緩和し局所平衡に達した後に、空間的非一様分布
が緩和する。
特に重要な発見は、先に述べた１次元量子系

におけるポアンカレ共鳴の働きによって生じる
P0(|P0| ≤ mc) ごとの独立な部分空間に対応し
て、無限個の衝突不変量が存在することである
（衝突不変量の縮重）。Fig.1(b)には、P0 に対す
る衝突不変量の運動量空間での分布を示した。P0

を決めた場合に、Fig.1(a)に示したように離散的
な運動量状態だけが共鳴条件を満足することを反
映し、衝突不変量は

φ
(0)
0 (P ) = N−1

P0

∑
n

exp[−βεP ]δ(P − P0;n)

≡ ψP0(P ) (9)

で与えられる。ここで、 NP0 は規格化定数で
ある。
非平衡統計力学でよく知られているように、音

波モードや拡散モードなどの流体力学的緩和モー
ドは、空間的非一様性を持つ分布が局所平衡に達
した後、衝突不変量の縮退が「流れ項」によって
摂動論的に解かれることから生じる [7]。このよ
うにして、巨視的現象論的輸送方程式の微視的力
学からの基礎づけが与えられる [7]。空間的非一
様な分布 fk(P, t) (k 6= 0) に対する運動論的方程
式は

∂

∂t
fk(P, t) = −(K̂ + ikP/m)fk(P, t) (10)

で与えられ、第２項が自由リウビリアン L0に由
来する「流れ項」である。分布関数 fk(P, t)の時
間発展は、ふたたび (10)式に相当する固有値問題

  

   

P/mc

kBT/mc2

|σ(
P 0

,T
)|/

c

(a)

(b)

0.1
1.0
3.0

kBT/mc2

|P0|/mc

0.2
0.5
0.8

|σ(
P,

T
)|/

c

Figure 3: 音速 σ(P, T )の P 依存性 (a)と T 依
存性 (b)。

(K̂ + ikP/m)φ(k)
j (P ) = λ

(k)
j φ

(k)
j (P ) を解き、固

有関数を用いた展開により求めることができる。
古典ガス系では空間的非一様性を表す長さのス

ケール 1/k が、緩和時間で決まる平均自由行程
より長い場合に、巨視的流体力学緩和モードが現
れることが知られている [7]。１次元ポーラロン
系では、その条件は |k|c ¿ λ

(0)
1 にあたる。すな

わち、電子の空間的非一様分布の長さのスケール
が、ctr によって決まる長さのスケールよりずっ
と長い場合である。この条件のとき (10)式の流
れ項 kP/mは衝突演算子が表す散逸効果に対し
て摂動として働く。流れ項に関する１次摂動によ
り衝突不変量の縮退は取り除かれ、P0 ごとに異
なる音速

σ(P0, T )

=
∫ ∞

−∞
dPϕ−1

eq (P )ψP0(P )(P/m)ψP0(P )

=
∑∞

n=−∞(P0;n/m) exp[−βεP0;n ]∑∞
n=−∞ exp[−βεP0;n ]

(11)

を持つ音波モードが導かれる。
これから任意の整数 jに対する P0;j((6)式)に

ついて σ(P0, T ) = σ(P0;j , T )が成立することが
わかる。すなわち、音速 σ(P, T )は、温度 T に
依存し、電子の運動量 P に関しては周期 4mcの
周期関数となる。Fig.3(a)に、 いくつかの温度
に対する音速を P の関数として示した。また、
Fig.3(b)に温度依存性を示した。Fig.1(b)からわ
かるように、T = 0では、P0 の部分空間におい
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Figure 4: ポーラロンの波束の伝播の様子: (a)初
期分布、 (b)局所平衡時、 (c) t−t0 = 30h̄/mc2。
(d)同じ初期分布に対する自由電子の波束の伝播
(t = 30h̄/mc2)。

て、P = P0 の状態だけが許されるため音速は
σ(P0, T = 0) = P0となる。温度が上昇するとと
もに、P0 より大きな運動量を持つ状態が熱分布
するため、音速も増加する。さらに温度が上昇す
ると、今度は、P0 と逆符号を持つ運動量状態に
熱分布し、そのため音速も減少し、高温極限では
limT→∞ σ(P, T ) = 0となる。
上で得られた音速 σ(P, T ) を用いて、局所

平衡に達した後の空間的非一様分布の時間変
化が fk(P ; t) '

∫ mc

−mc
dP0 exp[−ikσ(P0, T )(t −

t0)]ψP0(P )c(k)
P0
で与えられる。ここで t0 ' trで、

緩和時間後の適当な時刻である。これをフーリ
エ変換することにより、位相空間での電子分布
（ウィグナー関数 fW (X,P, t))が得られる。この
ウィグナー関数は、以下の巨視的な流体力学的波
動方程式に従う。

∂2

∂t2
fW (X,P ; t) = σ2(P, T )

∂2

∂X2
fW (X,P ; t)

(12)
このようにして、古典ガス系の場合と全く同様に
して [7]、１次元ポーラロン系に対し、ポアンカ
レ共鳴に由来する衝突不変量の縮重が流れ項によ
り取り除かれることにより、微視的な力学原理か
ら巨視的流体力学的音波モードが導きだされる。
注意すべきは、Fig.1(a)に示された共鳴条件が、

電子とフォノン間の運動量交換が有限であること
に基づく量子効果である点である。この意味で、
ここで現れた音波モードを量子音波と呼ぶ。
最小波束 fW (X,P ; t0) = exp[−X2/ξ2 − (P −

Pin)2ξ2]/π を初期分布とした場合の、量子音
波の伝搬の様子を Fig.4 に示した。初期分布 (
Fig.4(a)) は、 Pin = mc に鋭いピークを持つ
が、局所平衡が達成すると、空間的分布はそのま
まで運動量分布だけが熱緩和する (Fig.4(b))。そ
の後、(12)に従い、量子音波は波束の形を崩さず
伝搬する (Fig.4(c))。大変興味深いのは、この量
子音波の出現機構自体がフォノンとのランダムな
散乱による散逸効果から生じているため、直感と
は逆に、温度が上昇すればするほどこの音波が長
時間安定に存在する点である。もし、相互作用が
無ければ、電子のエネルギー分散に基づく位相混
合により波束の形は崩れていく (Fig.4(d))。両者
の比較から、フォノンとの熱的ランダムな衝突自
身が量子音波を安定に存在させていることが分か
る。さらに時間が経過すると、拡散モードにより
波束は崩壊していく。最後に、この量子音波は、
1次元系特有のポアンカレ共鳴に由来し、2次元
系や３次元系では現れないこと、 さらに、光学
フォノンと結合している場合には衝突不変量の運
動量空間での分布が対称であるために現れないこ
とを指摘しておく。
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