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The dynamical Casimir effect is a phenomenon that causes the conversion of virtual photons to real

photons by rapidly changing the boundary of the vacuum electromagnetic field. We have provided a

unified explanation of photon creation and dissipation by solving the complex eigenvalue problem of the

Liouvillian, which is the generator of the time evolution in the Heisenberg equation of the creation and

annihilation operators of the photons. A parametric oscillators coupled to a photonic crystals exhibits

three characteristic dynamics: 1) In the vicinity of the parametric resonance, the photon numbers in-

creases exponentially. 2) Parametric amplification is suppressed by the effect of dissipation introduce by

the coupling with the photonic crystal. In the long time region, the photon number of the parametric

oscillator is constant and photons are emitted steadily to the photonic crystal. 3) There occurs neither

parametric amplification nor dissipation.There is almost no dissipation of photons to the photonic crystal.

1. 背景
量子論によれば、真空電磁場は生成と消滅を絶え

間なく繰り返す仮想光子で満たされている。量子真
空を観測する例として、ラムシフト、自発放出、静的
カシミール効果などが挙げられるが、動的カシミー
ル効果は真空揺らぎを直接観測できる現象であり、注
目を集めている。動的カシミール効果は真空電磁場
の境界を高速に変化させることで、仮想光子から実
光子への転換を引き起こす現象である [1]。数多くの
研究者が動的カシミール効果の実験を試みたが、境
界を高い振動数で動かす必要があり、また放射される
光子数が非常に小さいことの問題により観測困難で
あった。しかし 2011年にWilsonらによって超伝導
回路を用いて磁束密度を変化させることで動的カシ
ミール効果の光子生成が初めて観測された [2]。本論
文では動的カシミール効果を電磁場の量子揺らぎの
パラメトリック増幅ととらえ、固有振動数がその約 2

倍の振動数の外場駆動により周期的な変調を受ける
パラメトリック振動子を考える。そして、光子の生
成から放射まで統一的に記述するために、環境外場
と結合したパラメトリック振動子について考える。

2. モデル
次のハミルトニアンで表されるパラメトリック振
動子が連続場と結合した系を考える [3, 4]。(� = 1)

Ĥ(t) = ω0â
†â+ f0 cosΩt(â+ â†)2

+ ωB

∞∑
n=1

b̂†nb̂n − B

2

∞∑
n=1

(b̂†nb̂n+1 + b̂†n+1b̂n)

+ g(â†b̂1 + b̂†1â) (1)

ここで、â† (â) はパラメトリック振動子の生成 (消
滅)演算子、b̂†n (b̂n) は n番目のサイトにおける生成
(消滅) 演算子であり、cavity モードがパラメトリッ
ク振動子である。次の交換関係を満たす。

[â, â†] = 1 (2)

[b̂n, b̂
†
n] = δn,n′ (3)

g は結合定数、ωB はフォトニック結晶の振動数であ
る。外場輻射場として、一次元のタイト・バインディ
ング模型を用いた。分散関係は以下である。

ωk = ωB −B cos k (0 < k < π) (4)

また、gk = g sin k/
√
πである。ハミルトニアン第二

項の仮想遷移項 â2, â†2 により、粒子数が非保存であ
ることに注意する。ここでは、ハイゼンベルク描像
での系の時間発展を考え、生成・消滅演算子に対する
ハイゼンベルク方程式を解く。

3. ハイゼンベルク方程式とリウビリアン
生成・消滅演算子のハイゼンベルクの運動方程式は

i ˙̂a(t) = (ω0 + 2f0 cosΩt)â(t) + 2f0 cosΩtâ
†(t)

+ gb̂†1(t) (5)

i
˙̂
bn(t) = ωB b̂n(t) +

B

2
(b̂n+1(t) + b̂n−1(t))

+ gâ(t)δn,1 (6)

およびこれらのエルミート共役である。

−i d
dt

⎛
⎜⎜⎝
â(t)

b̂n(t)
â†(t)
b̂†n(t)

⎞
⎟⎟⎠ = L(t)
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⎞
⎟⎟⎠ (7)
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また、式 (7)より、ハイゼンベルク演算子を列ベクト
ルとしてみたときに現れる行列をリウビリアン行列
と定義する。リウビリアンの固有値は固有モードの
振動数を与える。リウビリアン行列は以下の対称性
を持つ。

L†(t) = ηL(t)η �= L(t) (8)

η ≡
(

0 If
−If 0

)
(9)

If は、自由度の数を f として f 次元の単位行列で
ある。リウビリアン行列は二つの特徴を持っている。
一つ目は周期駆動外場によって生じる時間周期性
L(t) = L(t + T ) である。時間依存性を取り除くた
めフロケ基底での展開を行う。パラメトリック共鳴
近傍（Ω � 2ω0）で共鳴に寄与するモードを取り出
し、時間に依存しないフロケ・リウビリアンを得る。
二つ目は外場輻射場の結合によって無限次元行列に
なっていることである。射影演算子法を用いてフォ
トニックバンドとの相互作用を cavityモードに繰り
込むことによってフロケ・リウビリアンを有限行列
の有効リウビリアンで表すことができる。有効リウ
ビリアンを行列表現で書くと次のようになる。

Leff(z) =

(−Δ0 + σ(z +ΔB) f0
−f0 Δ0 + σ(z −ΔB)

)

(10)

ここで、共鳴からのずれを表すパラメーター（デ
チューニング）を

Δ0 = ω0 − Ω

2
, ΔB = ωB − Ω

2
(11)

と定義する。
対角成分の自己エネルギー σ(z)は

σ(z) =
B2

π

∫
g2 sin2 k

z − ωk
dk

= g2(z − ωB −
√

(z − ωB)2 −B2) (12)

で表される。有効リウビリアンは二つの要因によっ
て非エルミートになる。一つ目は、パラメトリック
共鳴により非対角成分に、非エルミート性が現れる。
二つ目は共鳴特異性である。共鳴特異性による非エ
ルミート性が自己エネルギーの形で現れる。有効フ
ロケリウビリアンの固有値方程式は以下である。

{z+Δ0−σ(z+ΔB)}{z−Δ0−σ(z−ΔB)}+f20 = 0
(13)

有効フロケリウビリアンの複素固有値の実部と虚
部の Δ0 依存性を図 1 に示す。リウビリアンの複
素固有値を反映として、フォトニック結晶と結合し
たパラメトリック振動子は三つのダイナミクスで特
徴付けられる。|Δ0| > B のとき（図 4.b）共鳴が

起こらず、指数関数的な増大、減衰は起こらない。。
f0 < |Δ0| < B のとき（図 3.b）、cavityとバンドと
の相互作用 gk によってフォトニック結晶への散逸
（指数減衰）が発生する。|Δ0| � f0 のとき（図 2.b）、
バンドへの散逸に加え、â, â† のカップリングにより
パラメトリック共鳴が起こり、cavity 内の光子数が
指数関数的に増大する。

a)

b)

図 1 (a) 有効リウビリアンの複素固有値の実部。
(b)有効リウビリアンの複素固有値の虚部
ΔB = 0, B = 1, g0 = 0.3, f0 = 0.2

4. 光子数の計算
前節の結果から、光子放射の時間的挙動は複素固
有スペクトルの分岐点で分かれた各領域ごとに特徴
的な振る舞いを示すと予想される。この節ではハイ
ゼンベルグ方程式の解を用いて、各領域ごとの光子放
射ダイナミクスの違いの特徴を明らかにする。この
節の光子数の計算は初期状態を真空状態 |0〉とした。
4.1 光子数の指数関数的増大領域
|Δ0| � f0 のとき、外場駆動によりパラメトリック
共鳴が起こる (図 2.b)。このとき cavity 内の光子数
の期待値（〈0|â†(t)â(t)|0〉）は指数関数的に増大する
(図 2.c)。指数的増大率はリウビリアンの複素固有値
の第一リーマン面の虚部の 2倍に一致する。(図 2.d)

の振る舞いを理解するために、キャビティー外部に
放出された光子は一定速度 v で運動すると考えてみ
る。また、ある時刻に外部に放出される光子数はそ
の時刻での cavityモードの光子数に比例していると
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考えられ、時間とともに e2γt に比例して指数関数的
に増大すると考えられる。ある時刻 t に n番目のサ
イトにある光子は、時刻 t－ na/v (a は格子定数) に
放出されたので、その数は e2γ(t － na/v) に比例する。
従って、ある時刻において、光子数はサイトの番号 n

の関数として e−2γna/v に比例して指数関数的に減少
する。
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図 2 パラメトリック共鳴領域 (|Δ0| � f0)

(a) リウビリアンの複素固有値の虚部の Δ0 依存
性。ΔB = 0, B = 1, g0 = 0.3, f0 = 0.2。
網掛け部分が |Δ0| � f0 に該当する。(b) 固有
値の状態図。(c)cavity 光子数の期待値 NC(t) =

〈0|â†(t)â(t)|0〉。Δ0 = 0, B = 1, g0 = 0.3, f0 =

0.2。(d) 各サイト n におけるフォトニック結晶の
光子空間分布。下から t = 15, 30, 45の光子数をプ
ロット

4.2 定常放射領域
f0 < |Δ0| < B のとき、パラメトリック共鳴は
起こらず cavityモードと連続モードの共鳴が起こる
(図 3,b)。このとき、cavity光子数の期待値は長時間
領域で一定になる (図 3.c)。(図 3,d)は、生成された
光子がフォトニック結晶へ伝搬している様子を表し
ており、cavity からフォトニック結晶へ光子が定常
的に放出されていることがわかる。
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図 3 定常放射領域 (f0 < |Δ0| < B)

(a) リウビリアンの複素固有値の虚部の Δ0 依
存性。 ΔB = 0, B = 1, g0 = 0.3, f0 =

0.2。網掛け部分が f0 < |Δ0| < B に該当す
る。(b) 固有値の状態図。(c)cavity 光子数の期
待値 NC(t) = 〈0|â†(t)â(t)|0〉。Δ0 = 0.3, B =

1, g0 = 0.3, f0 = 0.2。(d) 各サイト n にお
けるフォトニック結晶の光子空間分布。左から
t = 15, 30, 45の光子数をプロット

4.3 デチューニング領域
B < |Δ0|のとき (図 4.b)、デチューニングが大き
く、cavity 内でほとんど光子が生成されず、外部輻
射場への光子の散逸はほとんど見られない（図 4.c）。
4.4 非平衡定常モード
図 1より、|Δ0| = 0.1785のとき、パラメトリック
共鳴と連続状態の共鳴による定常的なモードがある
ことが分かる。このときの cavity 光子数を (図 5,a)

に示す。このとき光子数（赤色）は時間に比例して増
加していることがわかる。(図 5.b)より、cavity内で
生成された光子が時間に比例してフォトニック結晶
に伝搬している。（図 5.a）の青色は振動子の固有振
動数 ω0 が振動数 Ω � 2ω0 の変調を受ける場合に、
速く振動する項を落とす近似 (回転波近似) を施した
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図 4 デチューニング領域 (B < |Δ0|)
(a) リウビリアンの複素固有値の虚部の Δ0 依存
性。 ΔB = 0, B = 1, g0 = 0.3, f0 = 0.2。
網掛け部分が B < |Δ0| に該当する。(b) 固有
値の状態図。(c)cavity 光子数の期待値 NC(t) =

〈0|â†(t)â(t)|0〉。Δ0 = 3, B = 1, g0 = 0.3, f0 =

0.2。

場合の光子数の期待値である。つまり、

Ĥ2(t) = ω0â
†â+

f0
2
(eiΩt â2 + e−iΩt â†2)

+ ωB

∞∑
n=1

b̂†nb̂n − B

2

∞∑
n=1

(b̂†nb̂n+1 + b̂†n+1b̂n)

+ g(â†b̂1 + b̂†1â) (14)

回転波近似との比較により光子数の振動（図 5.a, 赤
色）は counter-rotating termによる振動であること
が分かる。
5. まとめ
動的カシミール効果のモデルとして、パラメトリッ
ク振動子が外部連続場と結合した系について考えた。
リウビリアンの複素固有値問題を解くことによって
光子対生成と光子対の散逸現象を同時に取り込み統
一的な説明を行った。エルミートなハミルトニアン
による生成・消滅演算子の時間発展を考えることに
より、時間発展を生成するリウビリアンにパラメト
リック増幅による非エルミート性が、また射影演算
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図 5 非平衡定常モード (Δ0 = 0.1785)

(a) 赤色：本論文（(1)）による cavity 光子数の期
待値。青色：回転波近似（(14)）による cavity光子
数の期待値。(b)非平衡定常モードにおけるフォト
ニック結晶の光子数の期待値。下から t=10,30,50

の光子数をプロット。Δ0 = 0.1785, B = 1, g0 =

0.3, f0 = 0.2。

子法によって連続モードを繰り込んだことで共鳴特
異性による非エルミート性が自己エネルギーの形で
現れる。パラメトリック振動子のパラメトリック共
鳴からのデチューニングについて三つの領域に分け、
それぞれの領域で特徴的なダイナミクスが現れるこ
とを示した。一つ目の領域は、パラメトリック共鳴
近傍で光子数は指数関数的に増大する。二つ目の領
域では、cavity モードと連続モードの共鳴に由来す
る散逸の効果によりパラメトリック共鳴が抑えられ、
cavity 光子数は長時間領域で一定になる。三つ目の
領域は、パラメトリック共鳴外で連続状態との共鳴
が起こらない領域である。この領域では外部輻射場
への光子の散逸はほとんど見られない。
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