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We perform a diffusion Monte Carlo study on the excitonic complexes in the electron-hole (e-h) bilayer

systems realized in multivalley semiconductors. Our focus is on charged polyexcitons consisting of n e-h

pairs plus one excess electron. By introducing the spin and two-valley degrees of freedom for each carrier,

one can relax Pauli-blocking effects. Consequently, we find stable charged polyexcitons up to n = 3

for small interlayer distances. It turns out that the separation energies required to remove an exciton

from charged polyexcitons increase linearly with n, suggesting that each pair of excitons is bound by an

identical“chemical bond,” irrespective of the number n. Also, each exciton exhibits an“affinity”with

the excess electron.

1. 背景
半導体を光励起すると、電子とその抜け穴である正
孔が共存した電子正孔系を実現できる。そこでは、原
子や分子に類似した、励起子 (X)、励起子分子 (X2)、
ポリ励起子 (Xn) の存在や、これらに電子が 1個が結
合した、荷電励起子 (X−)、荷電励起子分子 (X−

2 )、荷
電ポリ励起子 (X−

n ) などの存在が考えられる。しか
し、実際にはポリ励起子 Xn(n ≥ 3)や荷電ポリ励起
子 X−

n (n ≥ 2)は通常は観測されない。これは、電子
がスピンのみを内部自由度として持つ場合、パウリ
排他律により 2 個以上の電子が同じ位置を占めるこ
とができないからである [1, 2]。一方、半導体が伝導
帯や価電子帯に多谷構造を持つ場合、電子はスピン
に加えて谷自由度を内部自由度として持つため、ポ
リ励起子 Xn(n ≥ 3) や荷電ポリ励起子 X−

n (n ≥ 2)

の形成が許される [6–8]。特に荷電ポリ励起子につい
ては、n ドープされた単層WS2 やWSe2 において
X−

2 が発光スペクトルのピークとして観測されてい
る [3–5]。
励起子複合体の形成では、谷自由度以外に、空間
的な次元も重要な役割を担う。2 次元系では、面へ
の閉じ込めによって励起子の束縛エネルギーが 3 次
元に比べて 4 倍になるため、2 次元多谷半導体系が
荷電ポリ励起子の形成に有利だと考えられる。2 次
元多谷半導体系の候補の一つが二重二層グラフェン
の type-II ヘテロ構造 [9, 10] である。二層グラフェ
ンは伝導帯と価電子帯に K 点と K’ 点に対称なバン
ド構造を持ち、電子と正孔は 4 つの内部自由度を持
つ。そのため、X−

2 や X−
3 などの荷電ポリ励起子が安

定に存在し得る。

本研究では、二重二層グラフェンを念頭に置き、拡
散モンテカルロ (DMC)法 [11–15]を適用し、荷電ポ
リ励起子の形成可能性を検証した。電子と正孔は共
に 2 つの谷と上下スピン併せて 4 つの内部自由度を
持ち、それぞれが距離 d 離れた異なる平面に閉じ込
められているとした。n + 1 電子と n 正孔の基底状
態を考えると、n ≤ 3であれば、負符号問題を回避し
て DMCを適用できる。その結果、十分小さい d に
対し荷電ポリ励起子が形成され、全ての励起子の間
に等価な「化学結合」が、全ての励起子と電子の間に
等価な「電子親和力」が生じることがわかった [16]。
2. モデルと方法
同じ有効質量 m を持つ ne = n + 1 個の電子と

nh = n個の正孔 (1 ≤ n ≤ 3)が、距離 d離れた２つ
の異なる二次元平面にそれぞれ閉じ込められている
系を考える。電子と正孔のバンドはどちらも 2 つの
谷を持つとする。k · p近似の下では、ハミルトニア
ンを以下のように表せる。

H =−
∑

α=e,h,
1≤i≤nα

ℏ2

2m
∇2

α,i +
∑

α=e,h,
1≤i<j≤nα

e2

ϵ0|rα,i − rα,j |

−
∑

1≤i≤ne,
1≤j≤nh

e2

ϵ0∥re,i − rh,j∥
, (1)

ここで、eは素電荷、ϵ0は比誘電率、̂rα,iは、i番目の電
子 (α = e)及び正孔 (α = h)の面内座標、∇α,iは r̂α,i

に対応するナブラ演算子であり、添え字 i = 1, 2, 3, 4

は、電子 (正孔)のスピン sと谷 v が (s, v) = (↑,K),

(↓,K), (↑,K′), (↓,K′)という意味である。また、相対
座標 r = (x, y) に対し |r| =

√
x2 + y2 は同一面内



の距離、∥r∥ =
√
x2 + y2 + d2 は面間の距離を表す。

以後、3 次元の励起子 Bohr 半径 a∗B = 2ϵ0ℏ2/me2

と励起子 Rydberg Ry∗ = e2/2ϵ0a
∗
B を長さとエネル

ギーの単位に選ぶ。
拡散モンテカルロ (DMC) 法の下準備として、ま
ず変分モンテカルロ (VMC)法を行う。VMCでは、
Jastrow 型の試行波動関数、

ΨT = Pe exp(I1 + I2 − I3 − I4), (2)

I1 =
∑

1≤i<j≤ne

c1|re,i − re,j |
1 + p1|re,i − re,j |

, (3)

I2 =
∑

1≤i<j≤nh

c2|rh,i − rh,j |
1 + p2|rh,i − rh,j |

, (4)

I3 =
∑

1≤i≤nh

c3||re,i − rh,i||+ q3||re,i − rh,i||2

1 + p3||re,i − rh,i||
,

(5)

I4 =
∑
ie ̸=ih

1≤iα≤nα

c4||re,ie−rh,ih ||+ q4||re,ie−rh,ih ||2

1 + p4||re,ie−rh,ih ||
,

(6)

を考える。励起子を組んだ電子正孔間の相関とそう
でない電子正孔間の相関を区別するため、電子正孔
間の Jastrow因子を 2種類導入し、ne 個の電子の位
置座標 {re,i}1≤i≤ne

の入れ替えに関する対称化操作
を Pe と書いた。
パラメーター ck(k = 1, 2, 3, 4) は、カスプ条
件 [17]を満たすように、

c1 = c2 =
2

a∗B
, (7)

c3 = c4 =

{
2/a∗B (d = 0)
0 (d ̸= 0)

, (8)

に固定し、残りの正のパラメーター pk(k = 1, . . . ,

4) と qk(k = 3, 4) を，エネルギー期待値 ET =

⟨ΨT |H |ΨT⟩ / ⟨ΨT|ΨT⟩ を最小化するように定め
る。このとき ET の計算では、Markov連鎖法により
Ψ2

T に従って確率分布する仮想粒子の集団を生成し
て、EL = HΨT/ΨT の平均値をサンプリングにより
評価する。
次に、DMCを適用して厳密な基底状態の波動関数

Ψ とそのエネルギー E を求める。DMC は虚時間
τ 方向に時間発展させた波動関数 Ψτ が τ → +∞
で Ψ に収束することを利用する。この Ψτ は拡散
方程式に従うので、酔歩運動していく仮想粒子集
団の確率分布と等価である。したがって、VMC と
同様にサンプリングで E を評価できる。ただし、
Coulomb 相互作用の発散を回避するカスプ条件を
反映させるため、Ψτ そのものでなく ΨτΨT の虚時

間発展を考える必要があり [11]、酔歩運動を使って
ΨΨT = Ψτ→+∞ΨT に従って分布する仮想粒子集団
を生成し、EL の平均値をサンプリングで評価する
ことで、E = ⟨Ψ |H |ΨT⟩ / ⟨Ψ|ΨT⟩ を求めることに
なる。
励起子複合体の内部構造を調べる際には動径対分
布関数

gαα(r) =

∫ ∏
α,i

d2rα,iδ (r − |rα,1 − rα,2|)Ψ2, (9)

に注目する。種類 α(= e, h) と α′(= e, h) の 2 粒
子の相対距離が r から r + dr の範囲にある確率が
gαα(r)dr である。ただし、DMC で求まるのは Ψ2

でなく ΨΨT なので、上式右辺で Ψ − ΨT の二次を
無視し、

Ψ2 = 2ΨΨT −Ψ2
T + (Ψ−ΨT)

2 ∼ 2ΨΨT −Ψ2
T,
(10)

と近似した。
3. 結果
本題の荷電ポリ励起子について述べる前に、昨年の
光物性研究会でも発表したポリ励起子Xnの結果 [14]

を復習しておく。n電子正孔対（ne = nh = n）の基
底エネルギーを Enとし、そこから励起子を一つ引き
剥がすのに必要なエネルギー（解離エネルギー）を、

Sn = En−1 + E1 − En, (11)

により定めると、大きすぎない電子正孔面間距離 d

に対しては、Sn の n 依存性について、U をパラメー
ターとする線形フィッテイング

Sn ≈ U(n− 1), (12)

が高精度で成り立つというのが結果の核心だった。
一つの励起子に着目すると、その周りに n − 1 個の
励起子が存在するので、この結果はどの励起子の間
にも等価な「化学結合」が生じ、U がその「結合エ
ネルギー」の意味を持つことを意味している。この
とき、ポリ励起子は（n によらず）U > 0 である限
り安定である。
さて、荷電ポリ励起子 X−

n の結果に話を戻し、ポ
リ励起子の場合にならって、n 電子正孔対と 1 個の
余剰電子からなる系（ne = n + 1、nh = n）の基底
エネルギーを E−

n として、解離エネルギーを、

S−
n = E−

n−1 + E1 − E−
n , (13)

と定めよう。ここで登場した解離エネルギー Sn や
S−
n は、発光スペクトルを通じて直接的に観測可能で
ある。実際、ポリ励起子 Xn および荷電ポリ励起子
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図 1 (a) 荷電ポリ励起子の結合エネルギー U− と電子親和力 ∆− の電子正孔層間距離 d に対する依存
性。U− と ∆− はそれぞれ挿入図に示した S−

n のフィッテイング直線の傾きと切片に対応する。（挿入図）
d/a∗

B = 0，0.05，0.2，0.35における Sn と S−
n の n依存性、およびそれらの線形フィッテイング。(b) 挿

入図に対応する dでの正孔動径対分布関数 ghh(r)。

X−
n 由来の発光ピークは、それらがそれぞれ Xn−1、

X−
n−1 に緩和する過程から生じ、En − En−1 および

E−
n − E−

n−1 のエネルギー位置に現れる。したがっ
て、それらのピークと、E1 に位置する励起子の発光
ピークの間のエネルギー間隔が Sn や S−

n を与える。
図 1(a)の挿入図は、電子正孔面間距離 d/a∗B = 0，

0.05，0.2，0.35，0.5 で計算された、ポリ励起子 Xn

および荷電ポリ励起子 X−
n の解離エネルギー Sn お

よび S−
n の n 依存性を示している。既に述べたよう

に、ポリ励起子の解離エネルギー Sn の n 依存性に
ついては、どの d においても、式 (12)の線形フィッ
テイングが高精度で成立している。今回新たに、荷
電ポリ励起子の解離エネルギー S−

n の n 依存性につ
いても、d の値によらず、U− と ∆− をパラメーター
とする線形フィッテイング

S−
n ≈ U−(n− 1) + ∆−, (14)

が高精度で成り立つことが明らかになった（フィッ
テイングは最小二乗法による）。
一つの励起子に着目すると、その周りに n − 1 個
の励起子と一個の余剰電子が存在するから、式 (14)

は、どの励起子間にも等価な「化学結合」が生じ、各
励起子と余剰電子の間にも等価な「電子親和力」が生
じることを意味している。以降ではこの物理的意味
に鑑み、式 (14)が表す直線の傾き U− を「結合エネ
ルギー」、切片 ∆− を（励起子一個あたりの）「電子
親和力」と呼ぶことにする。ポリ励起子の U と荷電
ポリ励起子の U− が、同じ「結合エネルギー」の意
味を持つことは、小さな d において、Sn と S−

n の
線形フィッテイングを比べたとき、両者がほぼ平行
である（つまり U ≈ U− が成立する）ことからも理

解できる。
図 1(a)は、荷電ポリ励起子の結合エネルギー U−

と電子親和力 ∆− を dの関数として示したものであ
る。dが増大すると、電子正孔間引力が弱まるので、
両者はともに d の単調減少関数になる。このとき、
d/a∗B = 0 では U− > ∆− だが、d が大きくなると
U−が∆−より早く減衰して、両者の大小関係が逆転
する。この現象を励起子と水素原子の類似性に着目
して考えよう。分子軌道は原子軌道より低いエネル
ギーを持つため、水素分子の結合エネルギーは水素原
子の電子親和力より大きい。同じ理由で、荷電ポリ
励起子でも d/a∗B = 0 において U− は ∆− より大き
いと予想できる。一方、d/a∗B ̸= 0では、励起子が電
気双極子として振舞う [19]。その結果、2つの励起子
の間には双極子-双極子相互作用 ∼ e2d2/r3(斥力)と
van der Waals 相互作用 ∝ r−6(引力) が働く [18]。
一方、励起子と電子間には、電子-双極子相互作用
∼ e2d2/2r3(斥力)と、電子が誘起する双極子と電子
間の相互作用 ∝ r−4(引力) が働く [20]。斥力は後者
が前者に比べて大きさが半分で、引力は後者の方が
前者より強い。そのため d が大きくなると、U− と
∆− の大小関係が逆転すると考えられる。
図 1(a) から、d/a∗B ≥ 0.322 で U− < 0 となり、
当該領域の励起子間相互作用が斥力的であることを
見て取れる。それでも、大きすぎない dに対しては、
S−
n ≈ U−(n − 1) + ∆− > 0 が満たされ、荷電ポリ
励起子はなお安定に存在し続ける。
図 1(b) は、いくつかの d/a∗B に対して計算した、

X−
n (n = 2，3)の正孔動径対分布関数 ghh(r)を示し
ている。各正孔は電子と励起子を形成していると考
えられるため、正孔間の避けあいを表す ghh(r) の
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図 2 (a) dが小さい場合、(b) dが大きい場合の荷
電ポリ励起子の概略

ピークの位置は、励起子間の結合長の目安を与える
と考えられる。同じ d の値で比較すると、ghh(r)の
ピークの位置は励起子数 nにはほとんど依存しない。
この結果は、全ての励起子の間に同じ強さ U−の化学
結合が生じているという結論に整合するものである。
以上の結果を踏まえ、荷電ポリ励起子の内部構造
を議論する。図 2(a)は、dが小さい場合の荷電ポリ
励起子の内部構造を表している。全ての励起子の間
に等価な「化学結合」が生じており、励起子間距離が
等しいということから、X−

2 と X−
3 では励起子がダン

ベル型、正三角形型に骨格を作っており、余剰電子
は非局在化し、電子親和力によって緩く結合してい
る。一方、図 2(b)は、dが大きい場合の荷電ポリ励
起子の内部構造を表している。dが大きく、U− < 0

となったときは励起子間に斥力が働いており、余剰
電子が電子親和力によって励起子を引きとどめるこ
とで、荷電ポリ励起子が安定化している。

4. まとめ
二重二層グラフェンのタイプ IIファンデルワール
スヘテロ構造を念頭に、n+1 個の電子と n 個の正孔
(1 ≤ n ≤ 3)が、それそれ距離 dだけ離れた異なる平
面に閉じ込められた二次元多谷半導体系をモデルに、
荷電ポリ励起子 X−

n の形成について調べた。この系
では同じ有効質量を持つ電子と正孔が、バンドの多
谷構造とスピンに由来する 4 つの内部自由度を持つ
ため、負符号問題を回避して拡散モンテカルロ法に
よって基底エネルギーを厳密に評価できる。計算の
結果，X−

3 までが安定に存在することを示し、X−
n か

ら励起子 X を 1 つ分離するのに必要なエネルギー
S−
n が、n の線形関数 S−

n = U−(n − 1) + ∆− にな
ることを見い出した。この結果は、X−

n の内部では全
ての励起子間に等価な「化学結合」U− が生じ、かつ
全ての励起子と余剰電子の間に等価な「電子親和力」
∆− が生じていることを意味している。電子と正孔

に遡ると、例えば X−
3 では 7体問題を考えているこ

とになる。このような複雑な多体系が、励起子と余
剰電子を基本要素とする簡潔な描像で記述できてし
まうことは非自明なことである。
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